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Chuyén dé liídng giác 


MÓDAU 

LUdng giác dóng vai tro quan trong va xuyén suót trong chUdng 
trinh toán phó thóng va dude úng dung khá nhiéu trong thUc té, 
dác biet la trong lính vUc nghién cúu thién ván. Dáy sé la mót trong 
nhüng van dé quan trong trong ki thi THPT quóc gia 2018, khi chUdng 
trinh 10 va 11 dude dUa váo trong dé thi. 

Trong chü dé tháng 12/2016 cüa Hói Toán Bác Nam tói xin trinh báy 
mot so ván dé vé lUdng giác. 

Chü dé lUdng giác dude chia lám ba phán: 

Phán 1: Cd só lí thuyét nhu cung lién két, cóng thúc lUdng giác, háng 

*? / 

dáng thúc lUdng giác, hám só lUdng giác. 

Phán 2: Các dang phUdng trinh lUdng giác thuóng gáp. 

Phán 3: Mot só bái toán lUdng giác dién hinh có lién quan. 

Chuyén dé chü yéu xoay quanh các bái toán THPT, hi vong sé giúp 
ích dude phán nád cho ban dqc, dác biet la các ban hoc sinh THPT. 
Sé khóng tránh khói thiéu sót khi bién tap, rát mong nhan dude stf 
dóng góp tú quy ban dqc dé ? chuyén dé ngáy mót hoán thién hdn. 
Moi y kién dóng góp, quy ban dqc vui lcng güi vé día chí 
email: phamthithuhienll7@gmail.com hoác güi truc tiép cho Hói 
Toán Bac Nam. 

Buón Ma Thuót, ngáy 15 tháng 12 nám 2016 


Pham Thi Thu Hién 
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Chifdng 1 


coi SÓLYTHUYET 


1.1 Cungliénkét 


Cung dói: 


eos (—x) = cosx; sin(—x) = — sinx; 
tan(—x) = — tanx; cot (—x) = — cotx. 

Cung bú: 

eos (77 — x) = — eos x; sin {ti — x) = sin x; 
tan (7 r — x) = — tan x ; cot (tt — x) = — cot x. 


Cung phu: 


/TT \ 

eos y— — xj = smx; 
,ir N 

tan(— — xj = cot x ; 
Cung hdn kém nhau tt: 

eos ( 7 T + x) = — eos X ; 
tan (77 + x) = tan .x; 



eos x ; 
tanx. 


sin (77 + x) = — sin x; 
cot (77 + x) = cot x. 


1.2 Cóng thúc ltídng giác 

1. Cóngthúccong 

eos {a + b) = eos a eos b — sin a sin b 
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Chuyén dé lu’ring giác 


sin(a + b) = sin a eos b + eos a sin b 

, , tan a + tan b 

tañía + b) = --- 

1 — tan a tan o 

. 7 . cot a cot 6—1 

cotia + b) = -— 

cot a + cot b 


2. Cóng thúc nhán dói 


3. Cóng thúc nhán ba 


sin 2a = 2 sin a. eos a 

eos 2a = eos a — sin a 
= 2cos 2 a — 1 

= 1 — 2sin 2 a 

2 tan a 

tan 2a = - 

1 — tan a 


sin 3a = 3 sin a — 4sin 3 a 
eos 3a = 4cos 3 a — 3 eos a 


4. Cóng thúc ha bác 


sin 2 a 


1 — eos 2 a 


cos^a 


1 + eos 2a 


3 sin a — sin 3a 


3 eos a + eos 3a 


sin a 


: eos a = 


5. Cóng thúc tong thánh tích 

, a + b a — b 

eos a + eos 6 = 2 eos-eos- 

2 2 

7 ^ • a + b . a — b 

eos a — eos b = — 2 sin-sin- 

2 2 

a + b a — b 

sin a + sin b = 2 sin-eos- 

2 2 

a + b . a — b 

sin a — sin b = 2 eos-sin- 

2 2 
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Chuyén dé lu’ring giác 


6. Cóng thúc tích thánh tóng 


1 


eos a eos b = - [cos(a + b) + cos(a — 6)] 

sin a sin b = [cos(a + b) — eos (a — &)] 
sin a eos b = ^ [sin(a + 6) + sin(a — 6)] 


w 3 / V V 

1.3 Háng dáng thiíc thiídng dung 


1 3 

sin 2 a+cos 2 a = 1; sin 4 a+cos 4 a = 1 — sin 2 2a ; sin 6 a+cos 6 a = 1 —sin 2 2a 

2 4 


1 


1 


o ± o 1 , . 

1 + tan a = -; 1+cot^a = 2 ; 1 ± sin2a = (sina ± cosa) 


o ’ 

cos z a 


sm 2 a 


1.4 Hám so liídng giác 


Hám so 

Táp xác dinh 

Táp giá tri 

Tính chán le 

Chuky 

y = sinx 

D=M 

T=[-l,l] 

hám le 

T 0 = 27T 

y = cosx 

D=R 

T=[-1,1] 

hám chán 

CN 

II 

y = tana; 

K\ | — + kir, k e Z j 

T=R 

hám le 

Tq = 7T 

y = cot x 

R\ {kir, k e Z} 

T=M 

hám le 

T 0 = 7T 


Báng 1.1: * 
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Chifdng 2 


PHtídNG TRINH LUtíNG GIÁC 


2.1 Phiíofng trinh liídng giác c d bán 


1. Phtídng trinh sin x = a 

• Néu |a| > 1: Phtídng trinh vó nghiem 

• Neu |a| ^ 1 : Phtídng trinh có nghiem la x = a + k2n va x 

7r — a + k2it vói sin a = a 


Các trtíóng hdp dác biét: 

sinx = 0 <=> x = k7r(k e Z) 

7r 

sinx = 1 <=> x = — + k2Ti{k e Z) 

7r 

sinx = — 1 4» x = — — + k2ir(k e Z) 

sin x = +1 <=> sin 2 x = 1 4» eos 2 x = 0 eos x = 0 4» x = 


— + /c7t(A; 

¿4 


Z) 


2. Phtídng trinh eos x = a 

• Néu |a| > 1: Phtídng trinh vó nghiem 

• Neu |a| ^ 1 : Phtídng trinh có nghiem la x = a + k2n va x 

—a + k2n vói eos a = a 

Các trtíóng hdp dác biét: 

7r 

eos x = 0<^-x = - + kir(k e Z) 
eos x = 1 x = k2n{k e Z) 
eos x = —1 o x = 7r + k2n(k e Z) 
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eos x = ±1 4 » eos 2 x = 1 <=> sin 2 x = 0 o sin x = ti <=> x = kii{k e Z) 


3. PhUdng trinh tan x = a 


7r 


Diéu kién eos x # 0 hay x + - + hir, k g Z 

Nghiem cüa phUdng trinh x = a + kir, k e Z vói tan a = a 
Các truóng hdp dác biet: 

7T 

tana; = 0 4» x = /c7r(/c g Z) tanx = ±1<4>x = - + k7r(k g Z) 

4. Phiídng trinh cot x = a 

Diéu kién sin x # 0 hay x # kir, k g Z 

Nghiem cüa phUdng trinh x = a + kn, k e Z vói cot a = a 

Các truóng hdp dac biet: 

7T 7r 

cot x = 0<^>x= — + /c7t(A; g Z) cot x = ±l<^x= — + /c7r(£; g Z) 


V A 


BAITAP 

Bái 1: Giái các phUdng trinh sau: 


1. sin a; = sin 


o • 1 

sin x = - 

2 


3. sin 2x = - 
4 


7r 


4. 2 sin ^ + a/3 = 0 

5. 2 sin [x + — ^ + a/3 = 0 

6. 2 sin (90° -2a;) +1 = 0 

1 

7. sin a; = - 

3 

8. 4sin 2 (x + 40°) — 1 = 0 

9. sin 3a; — eos 2a; = 0 

10. sin 4a; + eos 5a; = 0 
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Bái 2: Giái các phUdng trinh sau 

1. cosa; = - 

2 

2. cos(3x + 1) = cos(x — 2) 

3. sin(a; — 120°) + eos 2a; = 0 

4. eos 3x + eos 4a; = 0 

5. eos 2x + sin 3a; = 0 

6. 3cos(2x + 1) — 4 = 0 

7T 

7. cos(2x + 1) — cos(x + —) = 0 

O 

8. 3 cosía;-) + 1 = 0 

v 4 

9. 2eos 2 a; + cosa; = 0 

10. eos 2x + eos 4a; + eos 6a; = 0 
Bái 3: Giái các phiídng trinh sau 

1. tan 7x — cot 9a; = 0 

2. tan 2 (a;-) = 3 

3. tan 3a; + cot x = 0 

4. 3tan(2a; — —) — 5 = 0 

5. |cosa;| = ^ 

6 . eos 3a;. tan 5a; = sin Ix 

7. tan 5a;. tan 2a; = 1 

8. |sin x\ + eos 3a; = 0 

, 7T v , 7T v 

9. cot(2x —- = cotix H— 

4 3 
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Chuyén dé lu’ring giác 


10. cot(3x + 10 u ) 

11. cos(x + 45°) = 


<n V3 


3 

V2 


7T . 


12. sin 2 (a; —-) = eos 2 a: 

Bái 4: Giái các phiídng trinh sau 

1. V3tan(x- 50°) - 1 = Ovóia; e [-180°, 270 o ] 

2. cot(x — ^-) + V3 = 0, x g [— 2n] 

ó 

3. sin 2 x + eos 2 3x = 1 

4. eos 2x + eos 4x + eos 6x = 0 

5. eos x + eos 2x + eos 3a; + eos 4x = 0 

6. eos x. eos 7x = eos 3x. eos 5a; 

7. sin x + sin 2x = sirr 3a; + sin 4a; 

8. eos 5a;. sin 4a; = eos 3a;. sin 2x 


9. eos 2 x + eos 2 2x + eos 2 3x = - 

7r 1 

10. sinfeosfa;-)) = - 

v v 4 ^ 2 


2.2 Phiídng trinh bác hai dói vói mót hám so liídng giác 


Dang 


o 

asin x + b sin x + c = 0 

Dat t = sin a; diéukién 

C\ 

acos x + b eos x + c = 0 

Dat t = eos x diéu kién 

C\ 

atan a; + b tan x + c = 0 
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7r 


Diéu kién x + — + kir, k e Z. Dát t = tan a;. 

Zj 

r\ 

acot a; + 6 cot a; + c = 0 


Diéu kién a; # kir, k e Z. Dát t = cot x. 

Neu dát t = sin 2 x hoác t = | sin a:| thi diéu kién 0 ^ t Z 1 Bái tap 

1. 3 eos 2x — 5 eos x + 2 = 0 

2. 3 tan 2a; — 2 tan a; + 3 = 0 


3. 2sin 2 —h y/2 sin — — 2 = 0 

2 2 

4. 2cos 2 (x + /- 1 + 5 sin f a; + 


7T 


4 = 0 


5. sirric + cos 4 x = eos 2x 


6. 2v / 2cos 2 3 x — (2 + \/2) eos 3x + 1 = 0 

7. cos 4 ^ + sin 4 ^ + 2sinx = 1 

Z Z 

8. 2 tan a; + 3 cot a; = 4 


1 


9. 2 tan x + cot x = 2 sin 2x + 

sm 2x 

10. 4sin 5 xcosx — 4cos 5 xsinx = cos 2 4a; + 1 


11. sin 3x + eos 2x = 1 + 2 sin x eos 2x 


12. eos 4a; = cos 2 3x — cos 2 x + 1 


s 

2.3 Phu’o’ng trinh bac nhát theo sinx va cosx 

Dang 

asina; + b eos x = c(l) 

PhUdngpháp: 

Chia cá 2 ve phUdng trinh cho y/a 2 + b 2 ta diídc: 


^ A / / 
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(!)<*> 


a 


\J a * 1 2 + b 2 


smx + 


\J a 2 + b 2 


Dát sin a = 


a 


eos x 


b 


eos a = 


V o? + b 2 ' Va 2 + b 2 

(1) tró thánh sin a. s inx + eos a. eos x 


\/ a 2 + b 2 
,(a e [0,2?r]) 
c 


\J a 2 + b 2 


4» eos (x — a) = 


= eos (3 (2) 


\J a 2 + b 2 

Diéu kien de phiídng trinh (2) có nghiem la: 

1 4» a 2 + b 2 ^ c 2 . 


\J a 2 + b 2 
(2 )<=>x = a±/3 + k2jr {k e Z) 

Bái tap 

Giái các phiídng trinh sau 


1. a/ 3 sin x — cosx + a/2 = O 


2. 3 sin 2x + 2 eos 2x = 3 


3. 4 eos 3x — 3 sin 3x + 5 = O 


4. 2 sin 3x + a/ 3 eos 7x + sin 7x = O 

5. eos 5x — sin 3x = a/ 3 (eos 3x — sin 5x) 

6. 3sinx — 1 = 4sin 3 4 5 6 7 8 9 10 x + a/ 3 eos 3x 

7. cosx + a/ 3 sin x = - 

8. (2 sin x — eos x) (1 + eos x) = sin 2 x 


9. sin x eos x — sin 2 x = eos 2x 


10. a/ 3 sin x + eos x + 2 eos ^x — — ^ =2 
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Chuyén dé lu’ring giác 


2.4 Phü’dng trinh thuán nhát 


1. PhUdng trinh thuán nhát bác 2 
Dang: 


asin 2 x + b sin x. eos x + ccos 2 x =d (1) 

7T 

PhUdng pháp: Xét eos x = 0 x = — + kir, k e Zcó thóa mán khóng? 
Xét eos x # 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 2 x 
Vi du 2.1. Giái phUdng trinh 

2sin 2 £ — 5 sin x. eos x — cos 2 x = —2(1) 

Giái 

s 77 

Ta tháy eos x = 0 4» x = — + kit, k e Z khóng thoa mán (1) 

Zj 

Xét eos x # 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 2 x: 

2sin x 5 sin x 2 


4» 


cos 2 x 


1 = 


eos X 


COS 2 X 


4» 2tan 2 x — 5tanx — 1 = —2(1 + tan 2 x) 


4» 4tan £ — 5tanx +1 = 0 

7r 


4» 


tanx = 1 


tan ir = 


1 


4» 


x 


— + kir 
4 


1 


k e Z 


x = arctan —b kir 
4 


Vi du 2.2. Giái phUdng trinh 

sin 2 ir + sin 2x — 2cos 2 x = - 

Giái i 

sin 2 ir + sin 2x — 2cos 2 x = - 


1 


4» snrir + 2 sin x. eos x — 2cos 2 x = -(1) 

Z 

* 77 

Ta tháy eos x = 0 4» x = — + kir, k e Z khóng thoa mán (1) 

Z 

Xét eos x + 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 2 x: 
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(1) 4» tan 2 x + 2tanx — 2 = - (l + tan 2 x) 

1 2 5 

4» -tan x + 2tanx-= 0 

2 2 


4» tan 2 x + 4 tan x — 5 = 0 


4» 


tanx = 1 


44> 


tanx = —5 


7r 


x = —h kn 
4 

x = arctan(—5) + krr 


Vi du 2.3. Giái phUdng trinh 

sin x + eos x = — -G) 


sinx 


Giái 

Diéu kién sin x # 0 4» x # /ctt 


sin £ cosx 1 

( 1 ) —- 1 - —-= . 9 

sin x sin x sin x 

-4» 1 + cot x = 1 + cot 2 a; 


4» 


cot x = 0 


4» 


cot x = 1 


7T , 

X = — + K7T 
A¡ 

71 7 

X =- h K7T 

4 


2. PhUdng trinh thuán nhát bác 3 
Dang: 

asin 3 x + 6sin 2 x. cosa; + csinxcos 2 x +dccs 3 x=... (1) 

7T 

Phüdng pháp: Xét eos x = 0 44> x = — + kn, k e Zcó thóa man khóng? 
Xét eos x ^ 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 3 x 
Vi du 2.4. Giái phUdng trinh 

cos 3 x — 3cos 2 xsinx + 2sin 3 x = 0(1) 


Giái 


7r 


Xét eos x = 0 4» x = — + kir, k g Zcó thoa man khóng? 
Xét eos x # 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 3 x 
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(1) 4» 1 — 3 tan a; + 2tan 3 a; = O 
4 » 2tan 3 x — 3 tan x + 1 = O 
<=> (tana: — 1) (2tan 2 x + 2 tan a; — 

tana; = 1 x = 


1 ) =0 
n i 

— + K7T 

4 


4» 


— 1 + \/3 

tana; = - 44 


tana; = 


-1-V3 


x = arctan 

x = arctan 


¥) 


+ kir 
+ k7i 


Vi du 2.5. Giái phiídng trinh 

6 sin x — 2cos 3 x = 5 sin 2x eos a;(l) 

Giái 

7T 

Xét eos x = 0 4» x = — + kir, k e Zcó thóa man khóng? 
Xét eos x # 0, chia cá 2 ve cüa (1) cho cos 3 a; 


, . 6 sin a; 10 sin a; 

(1) 44 ó 2 


cos 3 a; 


4» 6 tan a; 


1 


cos 2 a; 


eos x 


— 2 = 10 tan a; 


44 6 tan a; (l + tan 2 a;) — 2 = 10 tan a; 

44 6tan 3 a; — 4 tan x — 2 = 0 

44 (tana; — l)(6tan 2 a; + 6 tan a; + 2) = 0 


4» 


tan x — 1 = 0 
.2 


Otan a: + 6 tan a; + 2 = 0(VN) 


7T 


44 tan x = 1 o x = — V kn 

4 


Bái táp 

Giái các phiídng trinh sau 
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1. 2 sin 2x — 3cos 2 x + 5 sin x eos x — 2 = 0 

2. 2sin 2 x + sin x eos x — 3cos 2 x = 0 

3. 3sin 2 x + 4sin2x + (8\/3 — 9) cos 2 x = 0 

4. \/3cos 3 x — 5sin 3 x + 7 sin x - 7 = eos x = 0 

V3 

o 5 sin 4x eos x 

5. 6 sin a; — 2cos x = - 

2 eos 2x 

6 . 3sin 2 x — 2 sin 2x + cos 2 x = 0 

7. 4 eos 3 x + 2 sin 3 x — 3 sin x = 0 

8 . 3 eos 3 x + 4 sin 3 x — 3 sin x — sin 2 x. eos x = 0 

9. 3(cos 3 x — sin 3 x) = (4 + sin 2x) eos x 

10. 4(cos 3 x + sin 3 x) = sin x + 3 eos x 


2.5 Phiídng trinh dói xifng 


Dang 1: a (sin x + eos x) + b. sin x. eos x + c = 0 
Dat t = sinx + cosx = \f2. sin (x + ^ ; \t\ ^ \f2 


t 2 = 1 + 2 sin x. eos x => sin x. eos x = 


- 1 


Thay váo phifdng trinh da cho ta diídc phiídng trinh bác hai thed t. 
Giái phiídng trinh náy tim t thóa diéu kien \t\ ^ \[2 tú dó suy ra x. 

Pt a (sin x — eos x) + b. sin x. eos x + c = 0 tlídng tlf. 

Dang 2: a |sin x + eos x\ + b. sin x. eos x + c = 0 
t = |sin x + eos x| = \¡2. sin ^x + ^ ; 0 ^ t ^ \j'2 


t ¿ - 1 


sin x. eos x = 


Pt a | sin x — eos x\ + b. sin x. eos x + c = 0 tlídng tlf. 
Dang 3 : Phiídng trinh dói xúng thed tan va cdt. 


7r 


Dat t = tanx + cot x; x ^ k—, \t\ ^ 2 
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Vi du 2.6. Giái phUdng trinh 

3 (sin x + eos x) + 2. sin 2x + 3 = 0 

Giái 

3 (sin x + eos x) + 2. sin 2x + 3 = 0 
4» 3 (sin x + eos x) + 4. sin x. eos x + 3 = 0 


Dát t = sin x + cosx; |í| ^ y/2 
t 2 - 1 


sin x. eos x 


=> 3t + 2t 2 - 2 + 3 = 0 
o 2t 2 + 3t + 1 = 0 




t = -1 
1 

1 ~ ~2 


(1) 4» V2cos 




sinx + cosx = —1 (1) 
sin x + eos x = — - (2) 


7T 


X 


= -1 


4» eos X 


7r\ —1 

4» eos | x -= — 

4/ V2 

/ 7r\ 3 n 

<^> eos a;-= eos — 

V 4/ 4 

7T 377 

X-= ±-h fcZ7T 

4 4 

Vi du 2.7. Giái phUdng trinh 

6 (eos x — sin x) + sin x eos x = —6(1) 
Giái 

Dát t = cosa; — sin a;; |í| ^ y/2 


(2) o- a/2 eos ^x — ^ = - 


7T 


2V2 


7 r —1 

4 » x —- = ± árceos 


2V2 


sin x. eos x 


1 -í 2 


„ 1 - t 2 

6t H--— = —6 


thay vád (1) 


^12t + l-t 2 = -12 


4=> t — 12t — 13 = 0 <=> 


* = -1 w 

t = 13 (L) 
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Chuyén dé lu’ring giác 


t = —1 o V2cos ^ = — 1 


7r 

4» COS ( 27 + — ] = 


1 


V2 

7r 3 tt 

27 H—- = ——K k2n 
4 4 

7T 37T 

27 H—- = —— + k2n 
4 4 

Bái tap: 


4» 


4» 


71" 

27 = — + /c2tT 
27 = 7T + /c27T 


Bái 1: Giái các phiídng trinh sau: 

1. 2 (sin 27 + eos 27 ) + sin 227 + 1 = 0 

2. sin 27 eos 27 = 6 (sin x — eos 27 — 1) 

3. sin 227 + \Í2 sin ^27 — —^ =1 

4. tan 27 — 2\¡2 sin 27 = 1 

5. sin 3 27 + COS 3 27 = 1 

6. COS 3 27 — sin 3 27 = cos 2x 

7. sin 3 27 + cos 3 27 + 2 (sin x + cos 27 ) — 3 sin 227 = 0 

8. 2 sin ^27 + = t an x + c °t x 

9. (sin 27 + COS 27) 4 — 3 sin 227 — 1 = 0 

10 . sin 27 + cos 27 + 2 + tan 27 + cot 27 H— T -h 


Sin 27 COS 27 

,, 11 

11. sin 27 + cos 27 + 2 + tan x + cot x H-1- 

Sin 27 COS 27 

12. 9(tan27 + cot27) 4 = 48 (tan 2 27 + cot 2 27) + 96 

13. 3 (tan x — cot 27 ) + tan 2 27 + cot 2 27 = 6 

, 1 1 

14. sin 27 + cos 27 + 2 + tan x + cot x H-1- 

Sin 27 COS 27 

15. 3(tan27 + cot27) 4 — 8 (tan 2 27 + cot 2 27) = 21 


0 

0 


0 


2.6 Phiíoing trinh khóng máu miíc 

A. Phifdng pháp dita ve phiídng trinh tích 
Minh hay nói vui la phiídng pháp chia de tri. 
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Chuyén dé lu’ring giác 


Dang: 


A.B = O o 


A = O 


B = O 


Vi du 2.8. Giái phiídng trinh 

2 sin x(l + eos 2x ) + sin 2x = 1 + 2 eos x 


Giái 


2 sin x{l + eos 2a;) + sin 2x = 1 + 2 eos £ 

4» 2 sin x{l + 2 eos 2 x — 1 ) + 2 sin x eos x = 1 + 2 eos a; 
4» 4 sin a; eos 2 x + 2 sin a; eos a; = 1 + 2 eos a; 

<£» sin 2a;(l + 2 eos x) = 1 + 2 eos a; 

<£» (1 + 2 eos a;) (sin 2a; — 1) = 0 
1 + 2 eos x = 0 


<^> 


sin 2x — 1 = 0 

Bái tap 

Giái các phiídng trinh lifdng giác sau 


1. (2cosx — l)(2sinx + eos a;) = sin2x — sin a; 

2. 2 eos 3 x + eos 2a; + sin x = 0 

3. 2 sin x + eos 3a; + sin 2a; = 1 + sin 4a; 

4. (1 — cot a;) sin 3 x + (eos x — sin a;) eos 2 x = eos x + sin x 

5. (1 — eos a;) cot x + eos 2a; + sin x = sin 2a; 

6. 1 + sin x + 2 eos x = (1 + eos a;) cot x 

7. (2 sin x + 1) (3 eos 4a; + 2 sin x — 4) + 4 eos 2 x = 3 

8. eos 3a; + eos 2x — eos x — 1 = 0 

9. sin 3a; = eos x. eos 2a;(tan 2 x + tan 2a;) 

/V /S. r w 
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Chuyén dé lu’ring giác 


10. 8 sin(x H—) + tan x + cot x = 4 cot 2a; 

6 

11. 5 sin a; — 2 = 3(1 — sinx).tan 2 x 

12 . eos 10a; — eos 8x — eos 6x + 1 = 0 

B.Nhóm phiídng trinh lifdng giác có cung phúc tap 


1. 


+ 


sinx 


3tt 


, . /7tt \ 
4sm I —— x I . 


sm x — 


2 . 


(1 + s inx + cds2x) sin (x + — ^ ^ 


1 +1 anx 

sin a; 


V2 


eos X. 


, 3tt 

3. tan- x + 

2 1 + eos x 


= 2 


, 7T > . , 7T . \2 

4. sin(2a:-= sin a:-M- 

v 4 4 2 

. , 7T. . . 7T. 1 

5. 2 sin (a: H— — sm 2a:-= - 

v 3 ; v 6 ; 2 

t cy , JC 7T v o cy JO 

o. sin-. tan a; — eos - = 0 

2 4 2 


3a; 


_ . ,5a: 7r a: 7r 

7. sm(y - -) - cos(- - -) = V2. eos 2 

0 .a: 7r 

8. 1 + sm x + eos x = 2 eos- 

2 4 

7T 

9.1 + tan x = 2a/ 2. sin(a; + —) 

7T # 7T 

10. sin a; + sin(a; + —) + sin 4a; = sin(2a; — —) 

O o 
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Chiftíng 3 


A >A. 


MOT SO VAN DE KHAC 


3.1 GTLN-GTNN 


Nhüng diém can chú y: 


1. PhUdng trinh a sin x + b eos x = c có nghiém <=> a 2 + b 2 ^ c 2 


2. BDT Bunhiacopxki | a.x + b.y | ^ ^/(a 2 + b 2 ) ( x 2 + ?/ 2 ) 

Vi du 3.1. Tim GTLN, GTNN cüa hám so 

y = eos 2 x — eos x + 3 
Dat t = cosx , 
y = t 2 — t + 3 

BBT _ 



Maxy = 5 khi t = —1 <=> eos x = —1 x = 7 r + /c2tt 

w 11 „ • 1 1 7T 

M vny = — km t = - <=> eos x=-4»x=+—h k2n 

4 2 2 “3 

Vi du 3.2. Tim GTLN-GTNN cüa hám so 

\/3cosx 

y = — (1) 

2 + sin x 

Giái 

TXD: D = R 
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Chuyén dé lu’ring giác 


(1)^» 2y + ysinx = \/3cosx 
V3cosx — ?/sinx = 2j/(2) 


Phtfdng trinh (2) có nghiém 

4» 3 + (- yf ^ (2 yf 

4» 3 + y 1 ^ 4?/ 2 
4» 3 $5 3?/ 2 
4» y 2 < 1 
4» — 1 ^ y ^ 1 

Vay Max?/ = 1 
Miny = — 1 

Bái tap: 

Bái 1 Tim GTLN-GTNN cüa mói hám so sau: 

1. y = eos 2x + 4 sin x + 1 

2. y = (4 + cosx)(4 + sinx) 

3. y = sin x + eos x — sin 2x — 2 

eos x — sin x + 1 

4 - y = -—rG-4 

smx + 2 eos x — 4 

eos 3x + sin 3x + 1 

5. y = ----- 

eos 3x + 2 

1 — 3 sin x + 2 eos x 

6. y = — - : - 

2 + sm x + eos x 

sin x eos x + cos 2 x 


sinx eos x + 1 

8. y = 5 4— eosxssinx 
y 2 
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Chuyén dé lu’ring giác 


3.2 NHAN DANG TAM GIÁC 


Nhüng diém can lUu y 

1. sin (A + B) = sin C 


2. eos (A + B) = — eos C 


. A + B C 

o. sin-= eos — 

2 2 

„ A+B . C 

4. eos-= sin — 

2 2 

5. Dinh lí cósin 


a 2 = C + c 2 — 2 be. eos A 

b 2 + c 2 - a 2 
=» eos A = - 


2b c 


6. Dinh lí sin: 


a 


sin A sin B sin C 


= 2 R 


Vi du 3.3. Tam giác ABC có tính chát gi néu: — 


sin A 


sin B. sin C 


= 2 ( 1 ) 


(1) 4» sin A = 2 sin B. sin C 

4» sin {B + C) = 2 sin B. eos C 

4» sin B. eos C + eos B sin C = 2 sin B. eos C 

4» sin B. eos C — eos B sin C = 0 

4» sin (B — C) = 0 

<=> B — C = kir 

Vi B, C la 2 góc cüa tam giác nén k = 0 4» B = C. Vay tam giác ABC 
can ó A. 

Vi du 3.4. Chúng minh ráng néu eos A. eos B. eos C = ^ thi tam giác 
ABC déu. 

Chúng minh 
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Chuyén dé lu’ring giác 


(1) 4 » 8 eos A. eos B. eos C = 1 

4» 8 eos a}- [eos (B + C) + eos (B — C)\ = 1 

La 

4» 4 eos A. [— eos A + eos (B — C)] = 1 

4» —4cos 2 v 4 + 4 eos A. eos (B — C) = 1 

4» 4cos 2 yl — 4 eos A. eos (B — C) + 1 = 0 

44 4cos 2 ^4 — 4 eos A. eos (B — C) + eos 2 (5 — C) + sin 2 (B 

44 [2 eos ^4 — eos (B — C)] 2 + sin 2 (B — C) = 0 

I 2 eos A — eos (B — C) = 0 

44 < 

sin (B - C) = 0 

f 

2 eos A = eos (5 — C) 

B-C = krr } B = C 


-C) = 0 


44 


2 eos ^4 = 1 


44 < 


^ , 1 
eos A = - 
2 


B = C 


7r 


44 < 


= + — + /¿27t 

O 


A = 


7r 


7T 


44 < 


B = C 


3 ^ A = B = C = - 

3 


B = C 

Vay tam giác la tam giác déu. 

Bái tap 

Bái 1: Chúng minh tam giác ABC vuóng biét: 


a) cos 2 v4 + eos 2 B + cos 2 ^ = 1 

.. A B C ABC 

b) eos — eos — eos-sin — sin — sin — 

2 2 2 2 2 2 

N sin A + eos B 

c) ---- = tan A 

sin B + eos A 

sin B + sin C . . 

d) ---— = sin A 

eos B + eos G 

e) eos B + eos C -- 

~ B a + c 

f) COt 2 = ^ 


1 

2 


b + c 


a 


g) sin 2^4 + sin 2 B = 4 sin A. sin B 
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Chuyén dé lu’ring giác 


A + B 


Bái 2:Chúng minh tam giác ABC can biét: 

.sin C 

a) -— = 2cosy4 

sm B 

sin A + sin B + sin C A C 

b) ---—-— = cot — cot — 

sm A + sm B — sm C 2 2 

C 

c) tan A + tan B = 2 cot — 

^ b-c B-C 

d) --= tan- 

b + c 2 

e) a tan A + b tan B = (a + b) tan 

z 

f 1 + eos B 2 a + c 

sin B \/4a 2 - c 2 

Bái 3:Chúng minh tam giác ABC déu biét: 

ABC 

a) cot A + cot B + cot C = tan — + tan — + tan — 

Z Z Z 

M . D _ . A . B . C 

b) eos A + eos tí + eos G = sm — + sm — + sm — 

Z Z Z 

9 

c) sin 2 zl + sin 2 G> + sin 2 G = - 

4 

a\ • A ■ B ■ C 1 

d) sm — sm — sm — = - 

2 2 2 8 

sin A + sin C = 2 sin B 

e) ^ A B 2 

tan-h tan — = 


2 V3 


3.3 DANHGIAHAIVE 


Nhüng diém can ltfu y 

i) — 1 ^ sin x ^ 1; — 1 ^ eos x ^ 1; 0 ^ sin 2 x ^ 1; 0 


ü) < 


A^0]B^0 


<=> < 


A + B = 0 

iii) A 2 + B 2 = 0 4» 


A = 0 
B = 0 
A = 0 
B = 0 
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Chuyén dé lu’ring giác 


\A\ ^ 1,151 ^ 1 


<=» < 


A + B = 2 


A = 1 
B = 1 


iv) < 


A^M 

B<M ^A = B = M 


A = B 

Vi du 3.5. eos x + eos 2x + eos 4a; = 3 (1) 

Ta có -1 ^ cosa; ^ 1; -1 ^ eos 2x < 1; -1 ^ eos 4a; ^ 1 vói moi x 

x = k2ir 

x = kir <=> x = k2n 
kir 

x = 

V V ¿ 

Vi du 3.6. sin a;. sin 5a; = 1 

Ta có — 1 ^ sin x ^ 1; — 1 ^ sin 5a; ^ 1 vói moi x 

Do dó 



r 

cosa; = 1 

r r 

x = k2ix 

Do dó (1) 4» < 

eos 2a; = 1 ^ < 

2x = k2ir ^ < 


eos 4a; = 1 

4a; = k2ir 

< k. 


( 1)0 


sin a; = 1 
sin 5a; = 1 

sin a; = — 1 
sin 5a; = — 1 


4» 


7r 


x = — + k2n 

Z 


7r 


bx = — + /c2tt 

Z 


7r 


4» 


a; = — — + A;2 tt 

Z 


7r 


5a; = — — + /c27t 

Z 


7r 


X = - + /¿2tT ^ 

<=> z <=> x = x = —l- kn 

7T 9 

x = — — + /c27T 
z 

Vi du 3.7. sin" x + eos 100 a; = 1 
Ta có — 1 ^ sin x ^ 1; — 1 ^ eos x ^ 1 
Suy ra 

■ QQ „ • 2 

sin a: ^ sin x 


cos 100 a; ^ cos 2 x 


7T 

x = — + k2ir 

Z 

7r k2ir 

x =-1- 

10 5 

77 

£ = — + k2n 

Z 

7r k2ir 

x = -1- 

10 5 
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Chuyén dé lu’dng giác 


• qq i nn ^ • 2 2 i 

sinx + eos x ^ sm x + eos x = 1 


• QQ • 2 

sin x = sm x 


4» < 


44 < 


sm"x (sin 97 x — l) = 0 


cos 100 x = cos 2 x 


cos“x (cos 98 x — l) = C 


44 < 


V 

V 


f 


r 



sin 2 x = 0 


sinx = 0 


sin 97 x -1 = 0 


sinx = 1 

< 

= 4» < 


I 4» < 


cos 2 x = 0 


cosx = 0 


cos 98 x — 1 = 0 


cosx = ±1 



< 

k. 

f 




x = kn 



44 < 


7 T 

X = — + k Z7T 
7T , 

x = — + kn 

Lj 

x = kir 


44 


7T 

x = — + A;2 tt 

Z 

x = ki\ 


Bái táp 


1. eos 7 x + sin 1 2 3 4 x = 1 

2. sin 4 6 7 x + eos 1 5x = 1 

3. sin 3 ir + eos 3 x = 2 — sin 4 x 

4. 8 sin 100 x + 7 eos 10 x = 8 

5. sin x + eos 4x + sin 5x = 3 

6. eos x + eos 8x — 2 = 0 

7. sin 2x. sin8x = 1 

q lo O 

8. sin a? H— sin 3x = sin x. sin 3x 

4 

9. sin 5 x — eos 2 x = 1 

10 . sin 3 x + eos 3 x = 1 


sinx 

sinx 

eos x 
sinx 
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Chuyén dé lu’ring giác 


11. smx + cosx = a/ 2(2 — sin3x) 

3.4 PHl/ONG TRINH LU’CfNG GIÁC CHIÍA THAM SO 

Vi du 3.8. Tim m de phUdng trinh sau có nghiem sin 2 x— sin x — m + 3 
0 ( 1 ) 

Dat t = sin a;, te [—1; 1] 

Khi dó (1) tró thánh t 2 -t-m + 3 = 0ot 2 -t + 3 = m 
Xét hám so y = t 2 - t + 3 BBT 


y 


-i 


i 


33 


n 

4 


Difa váo BBT, phiídng trinh có nghiem khi va chí khi — ^ m ^ 5 
Bái tap 

Bái 1: Tim m de phiídng trinh sau dáy có nghiem 

1. eos 2x + eos x + m — 1 = 0 

2. (2 + sin x)(2 + eos x) = m HD dat t = sin x + eos x 

3. sin x. eos x = 6(sin x + eos x + m) 

4. tan 2 x + cot 2 x = m(tan x — cot x) 

, 9 1 

5. V3 sin x + - = m 

6. (m + 1) sin x + eos x = 2 

7. 2 sin 2x — (2 nn + 1) sinx + m = 0 

Bái 2: Giái va bien luán các phUdng trinh 

1. (m — 1) eos x + m = 0 
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Chuyén dé lu’dng giác 


2 . ^/rñt&nx + m — 1 = 0 

3. sinm. eos 2x = 1 
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